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今日の内容

多項分布から Dirichlet過程までの続き
例によって図は板書する方向
Gibbsサンプリングの理論的背景は端折る
引き続き例は LDAと Unigram単語分割モデル
目標は Type-basedサンプリングの理解
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http://nlp.ist.i.kyoto-u.ac.jp/member/murawaki/misc/multi.pdf


前回の復習 1/2

Dirichlet-多項分布の生成確率は以下で求まる (Dirichlet過程の場合
もほとんど同じ)。

p(x|α) =
Γ(A)

Γ(n(x) + A)

K∏
k=1

Γ(nk(x) + αk)
Γ(αk)

LDAや Unigram単語分割モデルは、Dirichlet(過程)-多項分布の組
み合わせにすぎない。
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前回の復習 2/2

D個の文書、K個のトピックからなる LDAで、単語列W とト
ピック割り当て Zの生成確率は、D + K個の Dirichlet-多項分布の
組み合わせで表される。

p(W, Z|α,β) =
D∏

i=1

 Γ(α(·))

Γ(n(·)
i,(·) + α(·))

K∏
k=1

Γ(nk
i,(·) + αk)

Γ(αk)


×

K∏
k=1

 Γ(β(·))

Γ(nk
(·),(·) + β(·))

∏
v

Γ(nk
(·),v + βv)

Γ(βv)


Unigram単語分割モデルの場合、分割なしのコーパス C、これに
対応する単語列Wの生成確率は

p(C,W|α,G0) =
Γ(α)

Γ(n(·)(W) + α)

∏
l∈voc(W)

Γ(nl(W) + αG0(l))
Γ(αG0(l))

ここで voc(W)はWに含まれる単語ラベルの集合を返す関数。G0
は任意の文字列からなる単語に適当な確率を与える分布。
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Inference: 最適化問題

モデルを設定し、観測データが与えられたとき、モデルに一番
フィットする隠れ状態を求めたい。例えば、Unigram単語分割の
場合、argmaxW p(W|C, α,G0) = argmaxW p(C,W|α,G0)を求めた
い。どうすればよいか。

解析的に求める (できるなら教えて!)

W を総当りで試して maxを求める (組合せ爆発により実際上
不可能)

近似的に探索 (Gibbsサンプリングはこれ)
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Gibbsサンプリングの実行の雰囲気

...1 適当にW を初期化 (W1 とする)

...2 Wiを局所的に変更したWi+1を確率的に得る
p(Wi|C, α,G0)は上がったり下がったりするが、長期的には上がっ
ていく。
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そもそもサンプリングとは何か

確率分布からサンプルを得る。例えば、サイコロを振って出た目
を記録する。実装的には、rand関数の戻り値 r (0 ≤ r < 1)を適当
に加工して目的の値を得る。

例えば θ = (0.1, 0.6, 0.3)からのサンプル xは以下の手続きで得ら
れる。

x =


1 0 ≤ r < 0.1
2 0.1 ≤ r < 0.7
3 0.7 ≤ r < 1
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Dirichlet-多項分布の予測分布からのサンプリング

Dirichlet-多項分布の予測確率は以下で与えられる (復習):

p(x′ = k′|x,α) =
nk′(x) + αk′

n(x) + α(·)

いま x = (赤,赤,黄,赤,赤), α = (α赤, α黄, α緑) = (1, 1, 1)とすると、

p(x′ =赤 |x,α) =
4 + 1
5 + 3

= 0.625

p(x′ =黄 |x,α) =
1 + 1
5 + 3

= 0.25

p(x′ =緑 |x,α) =
0 + 1
5 + 3

= 0.125

したがって θ = (0.625, 0.25, 0.125)からサンプルを得ると、それが
この予測分布からのサンプルになっている。
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Gibbsサンプリング

Dirichlet(過程)-多項分布の組み合わせ p(Z) = p(z1, . . . , zN)から Z
を直接サンプリングするのは難しい。ただし、zi を p(zi|Z−i)から
をサンプリングするのは容易。ここで Z−i は Z から zi を除いた
もの。そこで、p(zi|Z−i)からのサンプリングを用いて、Z のサン
プルを得たい。これを実現するのがGibbsサンプリング。

...1 Zを適当に初期化

...2 各ステップ τ = 1, . . . , T で以下を行う
zi を zi ∼ p(zi|Z−i)からのサンプルで更新
新たな Z を用いて同様に zi+1 を更新
これをすべての i = 1, . . .N に対して行う

これを充分に繰り返すと Zτは真の確率分布 p(Z)からのサンプル
となる。理論的背景については PRML 11.3を参照。
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交換可能性 (Exchangeability)再び

Gibbsサンプリングのキモは、p(zi|Z−i)から容易にサンプリング
できることである。Dirichlet-多項分布 (とその組み合わせ)の場
合、交換可能性がなりたつことから容易にサンプリングできる。
(z1, . . . , zi−1, zi, zi+1, . . . , zN)を観測する確率は、順番を入れ換えた
(z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zN , zi)を観測する確率と等しい。
p(zi|Z−i)は (z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zN)を観測したもとでの zi の予測
確率を表している。
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LDAのサンプリング 1/2

p(zi = k′|Z−i,W,α,β)

∝ p(zi = k′, Z−i,W|α,β)

=

D∏
j=1

(
Γ(α(·))

Γ(n(·)
j,(·)(Z−i) + I(wi ∈ D j) + α(·))

K∏
k=1

Γ(nk
j,(·)(Z−i) + I(k′ = k & wi ∈ D j) + αk)

Γ(αk)

)

×
K∏

k=1

(
Γ(β(·))

Γ(nk
(·),(·)(Z−i) + I(k′ = k) + β(·))∏

v

Γ(nk
(·),v(Z−i) + I(k′ = k & wi = v) + βv)

Γ(βv)

)
iはコーパス全体での通し番号。D jは j番目の文書の単語の集合。
ほとんどの項は ziと無関係なので無視できる。後半へ続く。
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LDAのサンプリング 2/2

p(zi = k′|Z−i,W,α,β)

∝
Γ(n(·)

j′,(·)(Z−i) + α(·))

Γ(n(·)
j′,(·)(Z−i) + 1 + α(·))

×
Γ(nk′

j′,(·)(Z−i) + 1 + αk′)

Γ(nk′
j′,(·)(Z−i) + αk′)

×
Γ(nk′

(·),(·)(Z−i) + β(·))

Γ(nk′
(·),(·)(Z−i) + 1 + β(·))

×
Γ(nk′

(·),v′(Z−i) + 1 + βv′)

Γ(nk′
(·),v′(Z−i) + βv′)

=
nk′

j′,(·)(Z−i) + αk′

n(·)
j′,(·)(Z−i) + α(·)

×
nk′

(·),v′(Z−i) + βv′

nk′
(·),(·)(Z−i) + β(·)

ここで v′ = wi, j′は wiの属す文書のインデックスとする。
第 1項は文書 D jに属すトピックの Dirichlet-多項分布に k′を追加
するときの予測確率、第 2項はトピック k′に属す単語の Dirichlet-
多項分布に v′を追加するときの予測確率となっている (実際には
第 1項の分母は k′によらないので無視できる)。
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LDAのサンプリングの直感的な説明

nk′
j′ ,(·)(Z−i)+αk′

n(·)
j′ ,(·)(Z−i)+α(·)

×
nk′

(·),v′ (Z−i)+βv′

nk′
(·),(·)(Z−i)+β(·)

ziの値は、第 1項と第 2項の積を大きくするような kに (確
率的に)なりやすい
第 1項を大きくするには、文書 D jの中で頻出する kを選べ
ばよい
第 2項を大きくするには、wiが頻出するトピック kを選べば
よい
サンプリングを繰り返すと、Zの値は、これらを全体的に満
たすようになっていく
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LDAの実装

以下のデータを管理する。
Wと現在の Z
nk

j,(·) (文書 D j中のトピック kの割り当て数)

(n(·)
j,(·) (文書 D j中の単語総数))

nk
(·),v (トピック kの単語 vの頻度)

nk
(·),(·) (トピック kの単語総数)

ziのサンプリングは以下の手順で行う。
...1 現在の ziに対応するカウントを decrement
...2 p(zi|Z−i,W,α,β) (に比例する値)を K通り計算
...3 乱数を振って新たな ziを決め、Zを更新
...4 新たな ziに対応するカウントを increment
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焼きなまし法 (Simulated annealing)

サンプリングで得られるのは、あくまで確率分布からのサンプル
であり、明示的に最大値を求めているわけではない。LDAの場
合、p(Z|W,α,β)からのサンプルであり、この値を小さくするよ
うな Zも (非常に小さな確率で)得られる。ただ、LDAなどの確
率分布は非常に peakyであり、単にサンプリングを繰り返してい
るだけで極大値付近に滞留することが多い。

真面目に最大値を近似的に求めるための拡張として焼きなまし法
がある (詳細省略)。
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log probabilityの追跡

サンプリングがうまく行っているかを確認するには、以下の値を
追跡する。

p(W, Z|α,β) =
D∏

i=1

 Γ(α(·))

Γ(n(·)
i,(·) + α(·))

K∏
k=1

Γ(nk
i,(·) + αk)

Γ(αk)


×

K∏
k=1

 Γ(β(·))

Γ(nk
(·),(·) + β(·))

∏
v

Γ(nk
(·),v + βv)

Γ(βv)


この値が下がり続けていたりしたらバグっている可能性が高い。

実装上のヒント: p(W, Z|α,β)は非常に小さな値なので、そのまま
では underflowする。代わりに logp(W, Z|α,β)を求める。

logΓは Cの lgammaで実装されている。Perlの場合は外部ライ
ブラリを使う (e.g. Math::Cephesの lgam)。
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Unigram単語分割モデルのサンプリング 1/3

準備として、単語列W = (w1,w2, . . .)と等価な 2値変数の列
B = (b1, b2, b3, . . .)を考える。各変数は文字の間の分割状態に対応
し、1なら境界あり、0なら境界なしを表す。例えば、単語列
(京都,大学,だ)は (0, 1, 0, 1)に対応する (文頭、文末は固定なので
無視)。

Unigram単語分割モデルのサンプリングは Bに対して行う。例え
ば、2番目の値を flipして B = (0, 0, 0, 1)とすると、
W = (京都大学,だ)になる。

biのサンプリングは、Wの対応する局所領域を 2単語
(京都,大学)とするか、1単語 (京都大学)とするかに対応する。以
下ではサンプリング箇所を .で示し、京都.大学と表記する。
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Unigram単語分割モデルのサンプリング 2/3

biに対応する局所領域を a.b (e.g. 京.都)としたとき、分割しない
確率は以下のように、W−abを観測したもとでの単語 abの予測確
率に比例する。

P(bi = 0|B−i,C, α,G0)

= P(ab|W−ab,C, α,G0)

∝ P(ab,W−ab,C|α,G0)

=
Γ(α)

Γ(n(·)(W−ab) + 1 + α)

×
∏

l∈voc(W−ab)∪{ab}

Γ(nl(W−ab) + I(l = ab) + αG0(l))
Γ(αG0(l))

∝
Γ(n(·)(W−ab) + α)

Γ(n(·)(W−ab) + 1 + α)
× Γ(nab(W−ab) + 1 + αG0(ab))
Γ(nab(W−ab) + αG0(ab))

=
nab(W−ab) + αG0(ab)

n(·)(W−ab) + α
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Unigram単語分割モデルのサンプリング 3/3

分割する確率も同様だが、a = bのときに注意が必要。

P(bi = 1|B−i,C, α,G0)

= P(a, b|W−ab,C, α,G0)

∝ na(W−ab) + αG0(a)
n(·)(W−ab) + α

× nb(W−ab) + I(a = b) + αG0(b)
n(·)(W−ab) + 1 + α

W−abを観測したもとで aを観測し、次に (W−ab, a)を観測したも
とで bを観測する予測確率となっている (LDAの場合と同様、第 1
項の分母は無視できる)。
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Unigram単語分割モデルのサンプリングの直感的な説明

nab(W−ab)+αG0(ab)
n(·)(W−ab)+α

vs. na(W−ab)+αG0(a)
n(·)(W−ab)+α

× nb(W−ab)+I(a=b)+αG0(b)
n(·)(W−ab)+1+α

分母に注目すると、1以下の数を 2つかける (分割する)よ
り、1つだけの (分割しない)方が大きくなる。極端な話、1
文を 1単語にすれば掛け算せずにすんで大きな値になる。
分子の nx(W−ab)は、xがW−abの中で出てきた回数だから、
これを大きくしようと思ったら、なるべく区切った方がよ
い。極端な話、1文字 1単語にすれば、再利用されまくる。
Unigram単語分割モデルは両者のバランスをとっている。
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Unigram単語分割モデルの実装

以下のデータを管理する。
現在の単語列W
nl (各単語の頻度)

n(·) (全単語数)

ziのサンプリングは以下の手順で行う。
...1 現在の biに対応するカウントを decrement (bi = 0のときは 1
単語、bi = 1のときは 2単語)

...2 P(bi|B−i,C, α,G0)を 2通り計算

...3 乱数を振って新たな biを決め、Wを更新

...4 新たな biに対応するカウントを increment
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Type-basedサンプリング: 動機

普通のGibbsサンプリングは局所的な探索を繰り返すので、山と
山の間に深い谷があるとなかなか移れない。
例えば、Unigram単語分割モデルにおいて、W中で a.b (e.g.
京.都)が 100回出現し、すべてマージすると p(W|C, α,G0)が最大
値になるとする。いま、a.bが 97回分割されているとする。(a, b)
をサンプリングすると、97 − 1回の出現の影響により
P(bi = 1| . . .) ≈ 1となり、ほぼ必ず分割される。したがって、すべ
てを分割する状態に収束し、すべてマージする状態に移る可能性
は 0に近い。つまり極所解にとらわれてしまう。

Type-basedサンプリング (Liang et al., 2010)では、この 100個の
出現をまとめてサンプリングすることにより、谷を一気に飛び越
える。
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Type-basedサンプリング 1/3

a.bをサンプリングするとき、単語列 a, bおよび abは同じ型
(type)に属す。同じ型に属すものの集合を Sとする。Type-based
サンプリングでは Sをまとめてサンプリングする。
Sに対応する 2値変数の集合を bSとする。bSに対応する |S|個の
局所領域をWから除いたものをW−Sとする。
Type-basedサンプリングのキモは、bSに属す各 biが交換可能な
ことである。久しぶりに (サンプルではなく)観測数の分布を考
え、以下の 2段階でサンプリングを行う。

...1 最初に観測数の分布から分割数 k (0 ≤ k ≤ |S|)をサンプル

...2 次に |S|個の状態に対して k個の分割をランダムに割り当て
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Type-basedサンプリング 2/3

分割数 kの分布は以下の通り (ただし a , b)。
P(k|B−S,C, α,G0)

= P(k|W−S,C, α,G0)

∝
(
|S|
k

)
Γ(n(·)(W−S) + α)

Γ(n(·)(W−S) + |S| + k + α)
× Γ(na(W−S) + k + αG0(a))

Γ(na(W−S) + αG0(a))

×Γ(nb(W−S) + k + αG0(b))

Γ(nb(W−S) + αG0(b))
× Γ(nab(W−S) + |S| − k + αG0(ab))

Γ(nab(W−S) + αG0(ab))

a = bのときは、第 3,4項
Γ(na(W−S) + k + αG0(a))

Γ(na(W−S) + αG0(a))
× Γ(nb(W−S) + k + αG0(b))

Γ(nb(W−S) + αG0(b))
を以下で置き換える

Γ(na(W−S) + 2k + αG0(a))

Γ(na(W−S) + αG0(a))
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Type-basedサンプリング 3/3

分割数の分布からのサンプリングにより分割数 kが求まる。次に
Sに対して kを割り振る。どのような分割の割り当ても等確率な
ので、ランダムに割り当てる。
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Type-basedサンプリング: 衝突に注意

特殊な場合には注意が必要である。例えば a1, a2, a3 (a1 = a2 = a3)
について、a1.a2をサンプリングすることを考える。このとき、
a2.a3は a1.a2と同じ型に属す。しかし、a2を共有しているため、
a1.a2と a2.a3は交換可能ではない。仕方がないので、a1.a2をサン
プリングするときには、a2.a3はサンプリング対象から外す。
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Type-basedサンプリングの実装

以下のデータを管理する。
現在の単語列W
nl (各単語の頻度)

n(·) (全単語数)

型を管理するデータ構造
サンプリングは以下の手順で行う。

...1 biについて、同じ型で、衝突のないものの集合 Sを集める

...2 Sに対応するカウントを decrement

...3 P(k|B−S,C, α,G0)を |S| + 1通り計算

...4 乱数を振って kを決め、分割をランダムに割り振る

...5 割り当てられた分割に応じてWを更新

...6 割り当てられた分割に応じてカウントを increment
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